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НЕЛИНЕЙНЫЕ ДИССИПАТИВНЫЕ СТРУКТУРЫ   

КАК МОДЕЛЬ ДВУМЕРНЫХ ОПТИЧЕСКИХ СОЛИТОНОВ 
 

Изучены преобразования Дарбу — Лапласа для уравнений Бойти — 
Леона — Пемпинелли. Эти уравнения являются (1+2)-мерными обоб-
щением модели sh-Гордон и дополнительно редуцируются в диссипа-
тивное уравнение Бюргерса в одномерном пределе. Построены как лока-
лизованные решения, так и решения, демонстрирующие наличие режи-
мов с обострением. 

 
We study the Darboux and Laplace transformations for the Boiti — Leon 

— Pempinelli equations (BLP). These equations are the (1+2) generalization 
of the sinh-Gordon equation. In addition, the BLP equations reduced to the 
Burgers equation in a one-dimensional limit. Localized nonsingular solutions 
in both spatial dimensions and anti ”blow-up” solutions are constructed. 
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Применение оптических солитонов является весьма перспективным 
для развития методов передачи информации в системах с повышен-
ными требованиями к точности и надежности операций, в частности в 
волоконно-оптических линиях связи. В настоящее время достаточно 
хорошо изучены одномерные оптические солитоны, описываемые не-
линейным уравнением Шрёдингера (НУШ) (эффект двумерной фоку-
сировки), а также 2π-импульсы самоиндуцированной прозрачности 
(СИП). Если использовать промежуточные усилители на основе (Er3+)-
легированного волокна, то можно создать линии связи чрезвычайно 
большой длины, которые обеспечивают скорость передачи сигналов, 
превышающую Гбит/с. 

Вместе с тем при передаче на большие расстояния следует ожидать 
проявления эффектов отклонения от самофокусировки, что приводит 
к необходимости учета неодномерности волокна. Анализ малых попра-
вок сильно осложняется использованием сингулярной теории возму-
щений. Более корректным представляется подход, основанный на ана-
лизе структур, локализованных в пространстве и сохраняющих это 
свойство в течении длительного времени. Это приводит к очень труд-
ной теоретической и практической задаче построения и изучения мно-
гомерных солитонов. Например, в простейшем случае двух простран-
ственных переменных процедура использования медленно меняющей-
ся огибающей и метода многомасштабных разложений приводит к 
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уравнениям Дэви — Стюартсона (ДС), которые являются двумерным 
интегрируемым обобщением НУШ. В зависимости от знака коэффи-
циента при члене, описывающем эффект дифракционного расшире-
ния пучка, могут реализовываться две модели ДС-1 и ДС-2 (в математи-
ческой литературе рассматривают четыре модели, но лишь две из них 
интегрируемы). В первом случае система допускает устойчивые дву-
мерные солитоны, названные дромионами, а во втором солитоны, по-
видимому, отсутствуют. 

Кроме того, при рассмотрении длинных линий пренебрежение 
эффектами диссипации становится недопустимым, поэтому особую 
важность приобретает изучение нелинейных, диссипативных систем. 
Как правило, такие структуры не описываются интегрируемыми моде-
лями, однако замечательным исключением является уравнение, выве-
денное Бойти — Леоном — Пемпинелли (БЛП). Первоначально систе-
ма БЛП рассматривалась как двумеризованное обобщение уравнений 
sin-Гордон (sh-Гордон в комплексной плоскости). Позднее одним из ав-
торов данной статьи было показано, что это уравнение допускает од-
номерную редукцию в уравнение Бюргерса, т. е. описывает диссипа-
тивные процессы. 

В данной работе мы показываем, что двумерные структуры, опи-
сываемые уравнениями БЛП, приводят к режимам с обострением, ха-
рактерным для тепловых структур, возникающих в нелинейных сре-
дах, в которых есть два конкурирующих процесса: нелинейный ис-
точник (отражающий положительную обратную связь) и диссипатив-
ный процесс. 

Локализированные структуры зачастую ассоциируются с диспер-
сией и нелинейностью. В литературе изучен большой класс нелиней-
ных уравнений с дисперсией в двухмерном пространстве. Некоторые 
из них имеют физическое значение, такие, как уравнения Деви — 
Стюартсона (ДС) и Кадомцева — Петвиашвили (КП). Уравнения ДС 
являются (1 + 2)-мерным интегрируемым обобщением нелинейного 
уравнения Шрёдингера, а уравнения КП — уравнения КдФ. Несколь-
ко лет назад внимание исследователей привлекло (1 + 2)-мерное, ин-
тегро-дифференциальное уравнение Бойти — Леона — Пемпинелли 
[1; 2], которое может быть упрощено до уравнения либо sin-Гордона, 
либо sh-Гордона в одномерном пределе. В работе [1] Бойти, Леон и 
Пемпинелли использовали преобразование Беклунда для поиска со-
литонного решения. В статье [2] продемонстрировано, что рассматри-
ваемое уравнение — гамильтоново, и построены некоторые солитоно-
подобные решения. 

Модель БЛП могут быть записаны как система двух уравнений [1; 2]: 

 
2( ) 2 0,

( 2 ) 0,
ty x xy xx

t x x

a a a b

b b ab

   

  
  (1) 

где a = a(t,x,y), b = b(t,x,y). Удобно ввести новую зависимую переменную 
p = p(t,x,y), которая удовлетворяет условию ypb  , тогда 
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2 (2 ) 0,
( 2 ) 0.

t x xx

yt yx y x

a aa p a

p p ap

   
  

  (2) 

Будем называть (1) и (2) уравнениями БЛП. Они обладают парой 
Лакса [L, A] и гамильтоновой структурой [2]. С другой стороны, под-
становка p = 0 редуцирует (2) в дифференциальное уравнение Бюр-
герса 

 2 0.t x xxa aa a     (3) 

Если выбрать p = a, то (2) сводится к уравнению «анти-Бюргерса», 
которое получается из (3) отражением ., xxtt   

То обстоятельство, что уравнения БЛП допускают редукцию к дис-
сипативному уравнению, не противоречит установленному факту нали-
чия у этой системы гамильтоновой структуры. Действительно, можно 
показать, что при b = 0 гамильтониан также обращается в нуль. Более то-
го, сам факт существования гамильтониана (как и двух дополнительных 
законов сохранения [2]) возможен только в особом случае асимптотиче-

ского поведения a и b: 0a   и b const , при 2 2x y   [2]. Только 

если данные условия не выполнены, допустимы (анти)диссипативные 
решения БЛП. 

Уравнения (1) и (2) являются условием совместности линейной сис-
темы уравнений ([L, A] пары): 

 0,xy y yφ aφ p φ    2 .t xx xφ φ p φ    (4) 

Пусть φ  и ψ  — решения (4). Мы определим две функции: 

(ln )xτ ψ   и 1( (ln ))yρ ψ   . Уравнение (4) ковариантно по отноше-

нию к двум типам преобразований Дарбу (ПД): 

 [1] ,yφ φ ρφ φ    [1] ln ,xa a a ρ    [1] yp p p ρp     (5) 

и 
 [1] ,xφ φ φ τφ    [1] ln( ),xa a a a τ    [1] .p p p τ     (6) 

Кроме того, уравнение (4) ковариантно и по отношению к преобра-
зованиям Лапласа (ПЛ): 

 [1] ,y

y

φ
φ φ

p
   

 [1] ln ,x ya a a p      (7) 

 [1] ln ,x yp p p a p      

причем обратное преобразование осуществляется по формулам 

 [ 1] ,xφ φ φ aφ      

 [ 1] ln( ) ,x ya a a p a        (8) 

 [ 1] ,p p p a     
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а также ПД могут быть проитерированы. В частности, результат  
N-кратного ПД (5) выражается с помощью следующих формул: 

   (11)
,

(1, 2 1,2)
N

N

D
φ N

D N



 

   (1,2 1,2)
ln ,

(1, 2 1,2)
N

x
N

D
a N a

D N
  


  (9) 

   (1 2)
( 1) ,

(1, 2 1,2)
NN

N

D
p N p

D N
  


 

где ),,( mkjiDN  — определители, которые могут быть получены уда-

лением столбцов i, j и строчек k, m из матрицы (N + 2) x (N + 2) опреде-

лителя ND : 

 

NNN
N

N
N

N
N

NNN

NNN

NNN

N

ppppp

D






















...
..
..
..

...

...

...

11

111
1

11
1

11

11

.  (10) 

В выражении (10) для краткости полагаем y   . Для ПД (6) полу-

чаем 

   ,
(11)
N

N

W
φ N

W
    (2 1)

,
(11)

N

N

W
a N

W
     (3 1)

,
(11)

N

N

W
p N

W
  (11) 

где 

  

NN
N

N
N

NN

NN

NW






...
..
..
..

...

...

1

11
1

1

1












 ,  (12) 

и x   . Указанные формулы могут быть доказаны по индукции. 

Несколько сложнее выглядят итерационные формулы для N-крат-
ного ПЛ a[N] (a[-N]) и b[N] (b[-N]), но в данной работе они нам не 
понадобятся. 

В работе [2] автор применил преобразование Беклунда для по-
строения точных решений, которые рационально убывают во всех на-
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правлениях на плоскости: 0a и constb  , если  22 yx . 
Ниже мы продемонстрируем, что ПД (5), (9) и (6) позволяют получить 
широкий набор точных решений уравнений БЛП (2). Мы рассмотрим 
два примера: 

(*) локализированное несингулярное решение b убывает по экспо-
ненциальному закону как функция, зависящая от x, и по рациональ-
ному закону как функция, зависящая от y. 

(**) «взрывающееся» решение (режим с обострением), содержащее 
особенность при t < 0 и регулярное при t > 0. 

Положим, что a = b = 0. Чтобы построить решение, удовлетворяю-
щее условию (*) выберем решение (4) в виде 

 2exp( )cosh( ) ( ),ψ μ t μx B y   

где B = B(y) — произвольная дифференциальная функция. Приняв во 
внимание (6), получим 

 
2

2 2

sinh( )exp( )[1] ,
( cosh( )exp( ))
μB μx μ t

b
B μx μ t


 


  

 
2

2

(exp( ) cosh( ))[1] .
sinh( )( cosh( )exp( ))

μ μ t B μx
a

μx B μx μ t


 


  (13) 

Если мы выберем функцию B(y), растущую экспоненциально при 
y  , то функция (13) будет обладать незамкнутыми линиями 

уровня, поэтому следует выбирать функцию, являющуюся четным 
многочленом (четность гарантирует несингулярность в поведении 

(13)). Таким образом, приняв 2 2 2( ) NB y v y λ   ( v  и λ - константы и 

0v λ   ), получим 

 
2 2 1 2

2 2 2 2 2

2 sinh( )exp( )[1] .
( cosh( )exp( ))

N

N

μNv y μx μ t
b

λ v y μx μ t



 
 

  (14) 

Решение (14) убывает, согласно экспоненциальному закону, при 

x   и, по рациональному закону ( 2 11/ Ny  ), при y  , в то же 

время точное решение a[1] имеет линии уровня вдоль оси y. 
Чтобы построить решения, демонстрирующие наличие режима с 

обострением (**), следует использовать ПД (5) и (6) на «нулевом фоне» 
(a = b = 0). Тогда 

 2 2
2
2

(11) (1,4 1,2)
[2]

(1,11,1)
W D

b
D

 .  (15) 

Обе функции ( 1,2)kφ k   из определителей D и W (см. (10) и (12)) яв-

ляются решениями (4). Выберем их в виде 

 2
1 1 exp( )cosh( ) cosh( ),φ C λ t λx αy   2

2 2 exp( )sin( ) sinh( ).φ C μ t μx βy    
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Тогда 2 1 2(1,11,1) ( ) ( , , ),D D y D x y t   где 

 1( ) cosh( )cosh( ) sinh( )sinhD y β βy αy α βy αy  , 

 
2

2 1
2

2

( , , ) exp( )cosh( )cosh( )
exp( )sinh( )sin( ).

D x y t βC λ t λx βy

αC μ t αy μx

 

 
 

Если 0,β α   тогда 1( ) 0D y  для всех ( , ).y    

Рассмотрим 2 ( , , )D x y t . Очевидно, 2 ( ,0, ) 0D x t   при 1 0C  , т. е. ре-
шение (15) несингулярно для y = 0. Сингулярность может возникнуть, 
если 2 ( , , ) 0D x y t  , что становится возможным при условии существо-

вания таких значений , ,x y z    переменных , ,x y z , при кото-

рых 2 ( , , ) 0D x y t    , т. е. 

 2 2exp(( ) )cosh( )cosh( ) sinh( )sin( )ρ λ μ t βy λx αy μx      ,  (16) 

где 1
1 2( )ρ βC αC  . Очевидно, что условие (4) нарушается при 0y  . 

Произведем замену в выражении (16): 

 2 2
1 2exp(( ) ) ( ) ( ) ,ρ λ μ t θ y θ x     (17) 

 с 1
cosh( )( ) ,
sinh( )

βy
θ y

αy
  2

sin( )( ) .
cosh( )

μx
θ x

λx
  

Нас интересует такой выбор параметров, при которых (17) не вы-
полняется, поскольку этот случай гарантирует нам несингулярное по-

ведение (15). Пусть 0y  и 0x  являются решениями уравнений 

 0 0tanh( ) tanh( ) ,αβy αy
β

  0 0tanh( ) tan( ) μ
λx μx

λ
  

и 0x  соответствует максимуму функции 2 ( )θ x . Так как 
2 2exp(( ) ) 1λ μ t   при 0t  , то для таких значений t можно выбрать 

 2 0

1 0

( )
( )

θ x
ρ

θ y
 .  (18) 

Таким образом, условие (18) означает несингулярность (15) при 
0t . Также можно выбрать параметры, при которых (15) будет иметь 

сингулярное решение в заданном промежутке и при t < 0. 
Итак, мы детально рассмотрели преобразования Дарбу и Лапла-

са для уравнений БЛП. Они представляют собой весьма эффектив-
ный математический инструмент в поиске точных решений интег-
рируемых нелинейно растущих уравнений в двухмерном простран-
стве. Физический смысл уравнений БЛП с точки зрения теории дис-
сипативных процессов не до конца понятен, поскольку только часть 
точных решений БЛП имеет диссипативных характер. Однако глав-
ной целью данной статьи  являлось изучение эффектов двумериза-



А. А. Шпилевой, А. В. Юров,  В. А. Гриценко 

 

20 20

ции на примере точно интегрируемого нелинейного уравнения, 
сводящегося в одномерном пределе, к уравнению sin-Гордон. Эта 
цель была достигнута. 

Из проведенного анализа вытекают два важных вывода, которые 
должны учитываться в теоретических и прикладных исследованиях, 
связанных с использованием оптических солитонов. 

1. Двумерное обобщение уравнения синус-Гордон приводит к каче-
ственно новому поведению решений по сравнению с одномерным слу-
чаем. 

2. Полученные решения демонстрируют режимы, весьма сходные с 
хорошо изученным поведением тепловых структур, поэтому такие 
структуры могут служить моделями, описывающими поведение дву-
мерных солитонов указанного типа. 
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